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Bradfordの法則の数式表現 その歴史的展開

Mathematical　Formulations　of　Bradford’s　Law；

　　aDiscussion　of　its且istorical　Development

海 　　野　　　　敏

Bin　Umino

R6s％吻6

　　　In　this　paper，　the　author　reviews　the　diverse　studies　on　mathematical　formulations　of　Brad－

ford’s　law，　which　is　a　representative　distribution　law　in　bibliometrics．

　　　Since　S．　C．　Bradford　presented　the　law　in　1934，　there　have　been　three　trends　of　the　study．

In　the　first　trend，　researchers　tried　to　formulate　a　law　following　the　proportional　expression

originally　shown　by　Bradford．　The　studies　of　Vickery，　Leimkuhler，　Wilkinson，　and　others　are

classified　in　this　trend．　ln　the　second　trend，　researchers　tried　to　lead　a　formula　according　to

the　shape　of　graphs　describing　observed　values．　The　studies　of　Brookes，　Haspers，　Asai，　and

others　are　classified　in　this　trend．　And　in　the　third　trend，　researchers　have　attempted　to　produce

a　formula　from　various　probabilistic　models．　The　author　shows　Simon’s　model，　Onodera’s　model，

and　Naranan’s　model　as　sophisticated　mathematical　models．

　　　These　formulations　are　so　diverse　that　there　is　still　no　formula　which　can　be　recognized

as　a　universal　one．　The　author　concludes　that　to　test　the　fitness　of　each　formula　with　observed

data　stastistically　and　to　establish　the　most　desirable　formulation　of　Bradford’s　law　are　urgent

tasks　in　bibliometric　studies．
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1．はじめに

　Prichardが“図書や他のコミュニケーション・メデ

ィアに対してi数学と統計的方法を適用する”1）研究テー

マに‘bibliometrics’なる名称を与えてから15年余りが

経過した。この間多種多様な研究がこの名のもとに展開

され，図書館情報学の理論と応用両面に多くの成果が蓄

積されてきた。その結果現在では，「ビブリオメトリク

ス」は，記録情報の蓄積・組織から提供・利用に至るプ

ロセスの申で出現する様ざまな数量データを，数学的・

統計学的な方法を用いて分析する図書館情報学の研究領

域，あるいはその研究手法に対して与えられた呼称とし

て，一般に広く認められるようになっている2）。

　この領域には，書誌的な数量の分布を記述したいくつ

かの法則が存在する。中でも最も著名なのは雑誌論文の

分布に関するBradfordの法則と，科学者の生産性に関

する：Lotkaの法則であり，性格は異なるが単語の出現

頻度に関するZipfの法則もよく知られている。これら

のオリジナルな法則自体は，ビブリオメトリクスなる用

語が提示される数十年前に発見さされたものであり，し

かもごく単純な経験則にすぎない。しかし，後の多くの

研究者の研究対象となって洗練かつ一般化され，ビブリ

オメトリクスの発展に一貫して大きな刺激を与えてきた

という点で，これらの分布法則はいわぽビブリオメトリ

クスの代名詞ともいえるものである。

　さて，Bradfordの法則は50年以上も前にすでに発見

されていたものであり，図書館における雑誌選択や，主

題書誌作成の方針の理論化に有効な手段を与えるものと

して，多くの研究者に様ざまな形でとりあげられてきた

ものである。ところが，この法則に関してはひとつの意

外な事実が存在している。それは，この法則の内容を数

式で記述するにあたって，50年を経ていまでも，一般的

に認められた表現方法が確立していないという事実であ

る。Bradfordの法則を研究の対象とする研究者たちは，

それぞれ独自の数式表現を考案，採用して自らの論を進

めており，「これがBradfordの法則の望ましい数式表

現である」いとう了承を広く得た表現式は，今なお見出

だすことができない。

　このような現状を省みて，筆者は従来提示されてきた

多様な数式表現を，あらためて整理しなおすことを試み

た。すなわち本稿は，ビブリオメトリクスの代表的な分

布法則であるBradf・りrdの法則が，その発見当初から現

在に至るまで各研究者によってどのような形で数式表現

されてきたのか，その表現方法にいかなる展開，進展が

見られたのかを歴史的にあとづけることをねらいとする

ものである。本稿では，1［［章からIV章までがこの考察に

あてられている。またV章では，まず社会科学の分野の

法則に関して，望ましい数式表現の一般的な条件をいく

つかあげ，つぎにそれらの条件に照らしてBradfordの

法則に対する従来の数式表現を検討しなおしている。こ

れは，いまだに見いだされていない「Bradfordの法則

の望ましい数式表現」を確立するための，準備作業のつ

もりで試みたものである。

II．　Bradfordによる法則表現とその数式化

．A．　Bradfordによる法則の記述

　Bradfordの法則の数式表現がどのように展開してき

たかを探るにあたって，まずはじめに確認しなければな

らないのは，発見当初，法則はBradford自身によって

どのように表現されたのかということである。彼が法則

をはじめて提示したのは1934年の論文であるが3），この

論文で彼が論証しようと試みたのは，特定の主題の論文

が多数の雑誌の申に散らばっている，その分布の状態に

関する，ある経験的な仮説であった。すなわち，特定主

題の論文が，その主題を専門に扱っている少数の雑誌

に，1誌あたり数多く掲載されているのは当然として，

それ以外の多分野にわたる雑誌にも少しずつ広く分散し

て掲載されているという仮説である。この経験的に推測
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される事実を，Bradfordはデータの収集とその計量的

分析によって確認し，定式化しようとしたのである。

　彼はこの仮説を確かめるたあに，応用地球物理学と

「潤滑」という2つの主題領域に対して独自の文献調査

を行い，まず各雑誌タイトルが関係論文（特定主題の論

文）をいくつ含んで（掲載して）いるかを計数している。

つぎに彼は，雑誌を，含んでいる関係論文の数の多い

順，いいかえればその主題についての生産性の高い順に

並べかえ，全雑誌をその順位にしたがって，ほぼ同数の

関係論文を含む3つの集合に分割するという作業を行な

っている。その結果得られたのは，応用地球物理学に関

する論文をそれぞれ429，499，404ずつ含む，9，59，258

の3つの雑誌集合と，「潤滑」に関する論文をそれぞれ

110，133，152ずつ含む，8，29，127の3つの雑誌集合

である。ここにおいてBradfordは，この3つの集合の

大きさの比がいずれもほぼ1：5：52（＝25）になってい

ることに着目し，この発見を一般化してつぎのように記

述したのである。

　　“科学雑誌における，ある主題に関する論文の分布

　　の法則は，次のように述べることができる。もしも

　　科学雑誌が，ある主題に関する論文の生産性の高い

　　順に並べられたとすれば，それらは，その主題をよ

　　り特別に扱っている核（nucleus）と，その核と同数

　　の論文を含むいくつかのグループ，あるいはゾーン

　　に分けることができる。このとき，核とそれに続く

　　ゾーンにそれぞれ含まれる雑誌の数は，1：n：n2…

　　セこなる”3）。

これがいわゆるBradfordの法則のオリジナルな表現で

ある。雑誌群における特定主題の論文の集中と分散の状

態は，この表現においては同数の論文を含む一連の雑誌

集合（核とゾーン）の大きさの変化によって記述され，

彼の経験的仮説は，ゾーンの大きさの幾何級数的な増大

という形で確認され定式化されているのである。なお，

定数は後の研究者たちによってrBradfordの乗数」

（Bradford’s　multiplier）と名づけられている4）。

　Bradfordは，1発見した法則をこのように文章と比例

式で表現しているのだが，同一論文中の別の箇所では，

法則をグラフによっても表現している。彼が作成したの

は，雑誌の累積度数の常用対数を横軸，論文の累積度数

を縦軸にとった片対数軸のグラフである。雑誌は含んで

いる関係論文の数の多い順に並べられているので，雑誌

の累積度数とは雑誌の生産性の順位に相当する値であ

る。彼はこれがはじめのたわんだ部分のずれをのぞいて

ほぼ直線になることを示し，これを，“関係する雑誌が

生産性の高い順に並べられたとき，論文の累積数は，生

産性の高いはじめの部分を除けば，雑誌数の対数に比例

している”3）と言い表わしている。この表現において彼

の経験的仮説は，雑誌の累積数の増加に対して関係論文

の総数は対数関数的にしか増加しない，すなわち急速に

増加率が減少するという形で確認され定式化されている

のである。

　以上がBradford自身による法則の2つの表現方法で

ある。これらの表現方法は次節で述べるように区別され

る必要があるので，本稿では前者を「比例式による表

現」，後者を「グラフによる表現」と呼ぶことにする5）。

　Bradfordによる法則表現には，以降の研究者の数式

表現との関係上，注目すべき特徴が4つある。それは，

（1）同一の現象を，雑誌群のグループ分けに．もとつく比例

式と，片対数軸をもつグラフという全く異なった2通り

の方法で表現したこと6），②実際には雑誌群を3つにし

かグループ分けしていなかったにもかかわらず，比例式

による表現では任意の数へのグループ分けに一般化して

表現したこと，（3）グラフによる表現は，生産性の高い部

分を除外した上での表現であったこと，（4）分布を記述す

るための変数として，雑誌を生産性の順に並べたときの

累積数，すなわち生産性の順位を採用していることであ

る。（1）と（2）については次節で，（3）については二半で，（4）

についてはIV章で，それぞれ論ずることにする。

　B．Vickeryの指摘

　Bradfordの法則の数式表現に関する最初の重要な研

究論文は，Vickeryによって1948年に発表されている7）。

彼はこの論文で，Bradford自身の示した法則の2つの

表現，すなわち比例式による表現とグラフによる表現

は，実は数学的に異なった内容をもつものなのに，

Bradfordおよび彼の後継の研究者たちがこれらを混同

して論じていることを指摘している。

　2つの表現の数学的な不一致は，つぎのように証明さ

れている。今，雑誌を特定主題について生産性の高い順

に並べたとき，関係論文を合わせてS含む最も生産性の

高い雑誌の数をRsとしよう。　Rsは雑誌の累積数であ

り，また雑誌の生産性の順位をも表わしている。Brad－

fordのいう核の雑誌群に含まれる論文数。をとすれば，

核の雑誌数はRcである。この表記にしたがえば，各ゾ

ーー 唐ﾉ含まれる雑誌数は雑誌の累積数の差として求めら

れるから，比例式による表現は，
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Rc：　R2c－Rc：　R3c－R2c＝　1：　b：　b2 （2．1）

と表わすことができる。ただし，bは定数であり，比例

式による表現ではBradfordの乗数に相当するものであ

る。一方，グラフによる表現を同じように表わせば，グ

ラフの直線性，すなわち傾き一定なる性質から，

Rc：　R2c：　R3c　＝1：　b：　b2 （2．2）

と表わされるはずである。（2．1）と（2．2）は明らかに異な

った式であるから，Bradfordの2つの表現は数学的に

は同一のものではない。

　Vickeryはさらに，比例式による表現から法則のある

一般的な特性を導いてみせている。いま，関係論文を合

わせてic含む最も生産性の高い雑誌の数．R乞・は，　P＝

．Rcとおけば，（2．1）から，

　　Ric－R（i＿1）crりが一1

．’ D　Ric＝P（bi－1）／（b一一一1） （2．3）

と表わせる。ここで，d＝P／（b－1）とおくと，（2・3）か

ら，

R・ic二d（bi　一一一　1） （2．4）

となり，さらに10gを自然対数として，　log　b＝αo，1＝・

icとおくと，

　　Ric　＋　cl　＝＝　dbi　＝＝　deaic

．’ D　Rc十d＝deai （2．5）

となる。ここからVickeryは，横軸に関係論文の累積

数，縦軸に雑誌の累積数の対数をとったグラフの曲線に

関して8），つぎのような特性があると結論を述べている。

　“乗数をbのかわりにbkとみなせぽ，グループの大

　きさを。のかわりに舵としても，最後の式［（2．5）

　のこと一筆者注］と全く同じ式が得られる。したがっ

　て，bのある値に対して，事実と十分に適合するよう

　な理論的な曲線が得られるならぽ，他のどんなbの値

　に対しても，事実と同じように適合するこれと同一の

　曲線を得ることが可能なのである”7）。

すなわち彼は，比例式によって記述された法則がいった

ん成立すれば，ゾーンの数，ゾーンの大きさにかかわら

ず，1：b：b2：…となるようなbの値が存在することを

証明してみせたのである。

　しかし，この証明は誤っている。bにbk，　Cにkcを

代入したとき，（2．5）の式が同じく成り立つためには・

等しいα，dが導かれなければならないはずだが，αは

等しくなるが，dが等しくなるという保証はない。dが

等しくなるためには，上で結論されたような性質がR

にあらかじめ仮定される必要があり，トー・一d・・トロジーに陥

ってしまう。どうやら，彼の考えていた理論的な曲線、に

は，ゾーンの数や大きさによらず成立するという条件が

すでに含まれていたように思われるのである。

　このように若干の誤りはあるものの，結果的に彼は，

Bradfordがあいまいにしか表現しなかった，雑誌群の

任意の数のゾーンへの分割を示唆し，Bradfordの法則

を，ゾーンの数と大きさによらず成立するものとしてあ

らたに提起しなおしたものとして評価できる。Bradford

の行なった2表現が同一ではないという指摘に加えて，

この点でも，Vickeryは法則の数式表現の洗練化に少な

からぬ貢献をしたのである。

　C．比例式による表現の忠実な数式化

　Bradfordの法則は，本来特定主題の論文の雑誌群へ

の分布状態に関する記述である。ところが比例式による

表現は，その分布状態を一見して明らかにするものとは

いいがたい。複数のゾーンへの雑誌群の分割というアイ

デアはユニークではあるが，法則の扱いをむずかしくす

る大きな原因となっている。そこで，比例式による表現

をわかりやすくかつ扱いやすいものとするために，これ

を2変量の共変関係を示す数式に表現しなおす試みが，

いく人かの研究者によって行われている。

　その最も初期のものは，すでに紹介したVickeryの

（2．3）の式である。この式の内容を改めて考えてみれ

ば，これは生産性の高いi個のゾーンを構成している雑

誌の総数を，核を構成している雑誌の数とBradfordの

乗数で表わしたものであるといえる。

　同様の表現は，GoffmanとWarrenの69年の論文に

も見出だすことができる4）。彼らは，特定主題の論文を

含んでいる雑誌群を，生産性の順に並べ，同数の関係論

文を含むk個のゾーンに分割したとき，各ゾーンを構成

する雑誌の数をそれぞれノユ，」，，…，海とすれば，

Bradfordの法則は，

k＝＝bick一，＝bl－iJ， （2．6）

と表わすことができると述べている。ただし，パラメー・一一・

タbicは，雑誌群をk個に分割したときのBradfordの

一　14　一一



Library　and　lnformation　Science　No．　24　1986

乗数である。これは，i番目のゾーンを構成する雑誌数

を，核を構成する雑誌数1，で表わした式である。bに

添え字をつけて，これが分割するゾーンの数によって変

化することを明示していることからもわかるように，彼

らはVickeryと同じく，　Bradfordの法則がゾーンの数

にかかわらず成立することを前提として，その比例式に

よる表現を数式化したのである。

　Vickeryの式もGoffmanらの式も，　Bradford自身

の表現よりは数学的に洗練されてはいるものの，論文の

雑誌群への分布を表わす式としては，やはりわかりにく

い。その原因は，いずれの式も雑誌群の核とゾーンへの

分割という考え方に捕らわれているために，論文数と雑

誌数の関係を直接に示す式にはなっていないからであ

る。彼らと同じく比例式による表現から出発して，

Bradfordの法則を改めて雑誌数と関係論文数の関係と

して数式化したのは，Leimkuhlerである4）。

　Leimkuhlerも，　Bradfordの法則がゾーンの数：にか

かわらず成立することを前提として論を進めた点は

Vickery，　Goffmanらと同様である。しかし彼らと異な

り，各ゾーンの雑誌数そのものではなく，雑誌の総数に

対する各ゾーンの相対度数に着目したところに，Leim－

kuhlerが独自の数式を展開できた理由がある。いま，

雑誌群を論文数が等しいk個のゾーンに分割したとき

のBradfordの乗数をbkとし，　k個のゾーンのうち生

産性の上位のi個のゾーンに含まれる雑誌数の全雑誌数

に対する相対度数をRiiCと表わしたとき，　Leimkuhler

はまず比例式による表現から，

Riic　＝　（bi／k　一　1）／（b　一　1） （2．7）

なる式が導けることを証明している。ただし，b＝bkkで

ある。ここで，r。（0≦r。≦1）を上位雑誌数の全雑誌数に

対する相対度数とし，G。（0≦Go≦1）をroに対応する雑

誌に含まれている論文数の全論文数に対する相対度数と

すれぽ，幽＝G。，．Rik＝r。と考えることができる。した

がって（2．7）は，

ro　＝（bGo　一一一　1）／（b　一一　1） （2．8）

と表わせる。（2．8）より，G。をr。の関数として表現す

れば，

　　Go（ro）＝log（1十bro一一ro）／log　b

．’ D　Go（ro）＝log（1十Pr，）／log（1十P） （2．9）

ただし，β＝b　一一　1である。

　（2．9）の式において，Goは，　r。を確率変数とする累

積相対度数分布，すなわち分布関数を表わしている。か

くしてLeimkuhlerは，　Bradfordの法則を論文数と雑

誌数の関係を示す関数の形ではじめて表現したのみなら

ず，法則を統計学的分布の記述として認識した表現には

じめて成功したのである。Brookesは，　Leimkuhlerの

提示した数式が，ドキュメンタリストが伝統的な方法と

は異った新たな方法を用いて情報システムの設計，情報

サービスの計画を行うことを可能にしたと評価してい

る9）。

　さて，：Leimkuhlerの67年の論文では，このように雑

誌と論文の相対度数が法則を表現する変量として採用さ

れているが，彼の77年の論文では，同じく比例式による

表現から，雑誌と論文の度数の関係を直接に示す式が，

67年とほぼ同じ手順で導かれている10）。いま，生産性の

高いltの雑誌に含まれている関係論文数の総数をG。と

したとき，

G．　＝　B　log　（1　十　Pr）／log　（1　十　P） （2．10）

なる式が，77年の表現式である。rは雑誌の生産性の順

位とも考えられることに注意しておいてもらいたい。こ

こでは，分布が相対度数に標準化されていないために，

新たにBというパラメ■・一・・タが導入されているが，形式的

には（2．9）と本質的な差異はない。

　比例式による表現から導かれた法則の数式表現をもう

ひとつ紹介しよう。Wilkinsonが72年の論文の中で示

した式がそれである11）。彼女はLeimkuhlerとよく似

た手続きで，

G（r）＝clog｛r（b－1）／a十1｝／logb　（2．11）

なる式を導いている。ここでG，rは（2．10）と同じも

のを表わし，aは核を構成する雑誌数，　bはBradford

の乗数，Cは核の雑誌に含まれる論文数を表わしている。

これは，ブ＝c／10g　b，　t＝・a／（b－1）なるパラメe・・…タを用

いれば，

G（r）　＝」　log　（r／t　十　1） （2．12）

となる。これらの式はLeimkuhlerの式とみかけ上異

なっているが，（2．12）が（2．9）の式と形式的に対応する

ものであることは，Wilkinson自身の手によって証明さ
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れているし，彼女の論文よりも後に提示された（2．10）

とも対応している。

　ところで，FairthorneはWilkinsonが上述の式を

提示する以前の69年に，Bradfordの法則を

G（r）＝klog（1十cr） （2．13）

と表わしているが，これは（2．12）の式と極めて似た形を

もった式である12）。彼自身は，この式をどのようにして

導いたのか，2つの定数が何を表わしているのか一切明

らかにしていないが，式の形からみて，彼もまた比例式

による表現から表現式を導出したのではないかと推測す

ることは十分に可能であろう。

III．観測データにもとつく数式表現の修正

　A・理論値と観測値との食いちがい

　前節で紹介したいくつかの数式は，「Bradfordの法則

が分割するゾ・・一・一一・ンの数によらず成立する」という法則の

一般化は施されているものの，基本的にはBradfordの

比例式による表現をそのまま忠実に数式化したものであ

った。それでは，比例式による表現とは異なる内容をも

つ「グラフによる表現」を忠実に数式化すれば，どのよ

うな式が得られるのであろうか。

　前述したように，Bradfordは雑誌の累積度数の常用

対数を横軸，論文の累積度数を縦軸にとった片対数軸の

グラフを描き，その直線性を発見して“雑誌が生産性の

高い順に並べられたとき，論文の累積数は，雑誌数の対

数に比例している”3）と述べている。いま，生産性の高

いrの雑誌に含まれている関係論文の累積数をG（r）と

おいて，彼の表現をそのまま数式化すれば，

G（r）　＝　k　log　r （3．1）

となるはずである。ここで勧ま比例定数を表わすパラメ

・一 ^である。ところが後の研究で，この式をBradford

の法則を表現するものとして採用しているものは，ほと

んど見あたらない。次節が述べるように，Brookesが，

グラフによる表現から導かれる式とは自覚せずに，同じ

形の式を示しているぐらいである9）。

　（3．1）の式が法則を表現する数式として採用されがた

い理由は，これが現実に観測されたデ■・…一タとあまりに食

いちがった値を示すからである。もし仮に（3．1）の式が

関係論文数と雑誌数の関係を正しく記述するものだとす

れば，片対数軸のグラフは原点を通り，一貫して傾きの

一定な直線にならなければならない。しかし，観測デー・・…

タから実際に作成されるグラフは，これとははなはだ異

なった様相を呈するのである。

　（3．1）の式が示すグラフと観測データが示すグラフの

食いちがいは，3つの形で現われている。（以下第1図

を参照。）第1の食いちがいは，グラフの下方のたわみ

である。Bradfordが，グラフの直線性を生産性の高い

はじめの部分を除いた部分で成立するものと条件づけし

たのは，このたわみに気づいていたからである。この食

いちがいは，（1）生産性の最も高い部分に属する各雑誌に

含まれている関係論文数が，直線グラフの示す理論より

大きいこと，あるいは②生産性の最も高い部分に属する

雑誌数が，理論値より小さいことを示すものといえる。

　第2の食いちがいは，グラフ上方のたれ下がりであ

る。この食いちがいはGroosによってはじめて指摘さ

れたので，「Groosのたれ下がり」（Groos　drooP）とも

呼ばれている13）。この食いちがいは，（1）生産性の最も低

い部分に属する各雑誌に含まれている関係論文数が，直

線グラフの示す理論的な値より小さいこと，あるいは（2）

生産性の最も低い部分に属する雑誌の数が，理論的な値

より大きいことを示している。Groosは，このたれ下が

りが示している，法則の観測データに対する不適合を重

くみて，“Bradfordは最少数の関係論文を含む雑誌数

のパーセンテージを過少に評価し，かくして根拠の薄い

比例式を導き出したのだ”13）と厳しい批判を行なってい

る。

　下方のたわみと上方のたれ下がりの部分を除けば，片

対数のグラフが直線で近似できることは，Bradford以

下多i数の研究者が実際に収集したデータから描いたグラ

フを見れば，直観的にほぼ明らかである14）。しかしこの

直線は，下方に延長したときに横軸に正の切片，縦軸に

負の切片をもち，原点は通らない。これが第3の食いち

がいである。この食いちがいはグラフの下方にたわみが

存在していることから説明することも可能だが，グラフ

を数式化するにあたって直線部分が原点を通らないとい

うことは重要なポイントとなるので，これを3番目の食

いちがいとしてあげておくことにする。

　以上のような理論値と観測値の食いちがいの存在は，

これを克服するような法則の数式表現を探る一連の研究

を促した。これらの研究は，理論値と観測値のずれを認

識しつつも基本的には片対数軸のグラフの直線性を認め

て，グラフの形状から観測値をよりょく記述しうる数式
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第1図　観測データから描いたグラフの概形

表現を直接に導きだそうとするものである。これらの研

究を行なった研究者たちは，もはやBradfordによる法

則のオリジナルな表現にこだわっていない。彼らは，観

測データから描いたグラフの曲線をよりょく近似する数

式表現を追求することで，法則の表現のみでなく，その

内容までも修正，洗練しようと試みたのである。またグ

ラフから導いたがゆえに，彼らの式はいずれも，関係論

文の累積数とそれを含む雑誌の累積数の関係を記述する

ものとなっている。このような一連の研究をつぎにみて

みたい。

　B・グラフによる数式表現の修正

　ここで，すでに使用してきたものも含めて，いくつか

の記号をまとめて定義しておくことにしよう。いま，特

定主題に関係する論文をひとつ以上含む雑誌を，その含

んでいる関係論文数の多い順，すなわち生産性の高い順

に並べたとき，以下のように記号を定めておく。

　　N：関係論文をひとつ上以含む雑誌の総i数

　　P：関係論文の総数

　　r：生産性の高い方からの雑誌の累積度数，あるい

　　　　は雑誌の生産性の順位

　　r。：生産性の高い方からの雑誌の累積相対度数

　　　　（・r／N）

　　G：関係論文の累積度数

　G。：関係論文の累積相対度数（G／P）

また以下109は，ことわりのないかぎりeを底とする

自然対数である。これら以外の記号は，そのつど定義し

てゆくことにする。

　グラフの形状から直接に数式を導き出す手法は，まず

前述したVickeryの論文に見出だすことができる7）。

彼の示したのは

G＝k　log　r十a （3．2）

なる式である。これは，x軸log　r，　y軸Gの片対数軸

のグラフが，傾きk，y切片aの直線になることを表わ

している。前に，ゾーンへの分割という考え方にこだわ

らず，法則をはじめて雑誌数と関係論文数の関係を示す

関数の形で数式化したのはLeimkuhlerだったと述べ

たが，ゾーンへの分割にこだわらずに2変量の関係を数

式化する試みは，すでにここで実現されていたといえよ

う。

　同じくLeimkuhler以前に，　Coleも，グラフの直線

性からつぎの4つの式を導いている15）。

　　G，＝：a十k　log　ro　（3．3）
　　ro　＝antilog　｛（Go－a）／k｝　（3．4）

　　P＝＝　k’　log　N一一一　a’　（3．5）

　　N＝　antilog　｛（P十　a’）／k’｝　（3．6）

ただし，antilo9とはeを底とする指数関数である。実

のところColeの式は，自ら収集した観測データを記述

するために提示されたもので，上の式のパラメータ　a，

々，a’，　k’には具体的な数値（すべて正の値）が入ってお

り，このように一般化した式がはっきり示されているわ

けではない。しかし，彼が法則を，これらの式の示して

いるような2変量間の関係を記述するものとしてとらえ

て数式化を行なっていることは確かである。

　さて，Brookesは，68，69年の3つの論文で，　Brad－

fordの法則を表現する数式として，以下に説明するよ

うな5つの式を提示している9）16）17）。これらは，当初の

単純な数式を，グラフの曲線をよりょく近似するように

段階的に修正を加えていった結果得られた一連の式であ

る。68年の論文で，まず彼はBradford自身の法則表現

から，

G（r）　＝　G（r2）　一　G（r）　＝　G（r3）　一一　（r2）　＝　…

なる式を導き，これを

G（ri）＝＝iG（r）　（i＝1，2，3，…）

（3．7）

（3．8）

と一般化している。ところが（3．8）を満たすよう単調増
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加の関数Gは，

G（r）＝　le　log　r

Bradfordの法則の数式表現その歴史的展開

（kは定数）　　　　（3・9）

しか存在しない。そこでBrookesは，これを第1の数

式表現として採用している。実はBrookesは，（3．7）の

式をVickery7）が最初に導いたものとして紹介している

のだが．これは彼の誤解である。Vickeryはこれに相当

する式をどこにも示していない。Brookesが導いたの

は，結果的に（3．1）に等しい式であり，彼はそうと気づ

かずにグラフによる表現を数式化したのである。

　さて，いま生産性の順位がrの雑誌1誌に含まれて

いる関係論文数をg（r）とすれぽ，gは累積度数関数G

に対応する度数関数であるから，（3．9）より

σ（り＝G（7）一G（r－1）

　　＝　一　le　log　（1　一　1／r） （3．10）

である。生産性の最も低い雑誌，つまり第N位の雑誌に

は，関係論文がただ1編だけ含まれていると仮定すれ

ば，9（N）＝1であり，これを（3．10）に代入すれば，

一一
@le　log　（1　一一　1／N）＝＝1 （3．11）

となる。109（1　一　1／x）はxが十分に大きいとき，一1侮

で近似できるから，（3．11）より，k＝Nと近似できる。

これを（3．9）に代入すれば，

G（r）＝：IV　log　r （3．12）

が得られる。これがBrookesの示した第2の数式表現

である。

　この式では雑誌の総数という実にわかりやすい数値

が，グラフの傾きを近似するものとして用いられている

が，実際には「第N位の雑誌には，関係論文がただ1編

だけ含まれている」という仮定は非現実的である。なぜ

なら，現実には関係論文をただ1編だけ含んでいる雑誌

の数はかなり多いため，そのような雑誌の順位はNより

大分小さくなるからである。しかし，ここではとりあえ

ずBrookesの論を認めて，その続きをみてみることに

する。

　（3．12）の式は，片対数軸のグラフ上では，当然原点

を通る直線として描かれる。ところがすでに述べたよう

に観測データから描いたグラフは原点を通らない。この

食いちがいを解消するために，彼はaおよびSという

パラメータを導入して再び数式を修正している。すなわ

ち，

　　　　　　　　G（r）＝Nlog　r－a　（3．13）
＝　Nlog（r／s） （3．14）

が彼の第3，第4の数式表現である。ただし，a＝N　log　s

である。この2つの式から得られる片対数軸のグラフ

は，一aのy切片と10gsのx切片をもっている。
Brookesはパラメータを導入して直線のグラフを軸に沿

って平行移動することによって，観測デーータから描かれ

るグラフの形状に近づけようとしたわけである（第2図

を参照）。

　第3，第4の数式表現は，グラフの直線部分はかなり

よく近似しているものの，グラフの下方のたわみについ

てはいまだに食いちがいが大きい。Brookesの69年の

論文ではこの点を解消すべく，i数式表現に修正を加えて

いる。彼の示した第5の数式表現は，

Gの一｛鑑9⑯9多：＆））
（3．15）

なるものである18）。（第3図を参照。）ただし，α，βは

定数であり，Cの値は，グラフが曲線から直線に変わる

変曲点の位置を示すものである。rがC以下の式は，グ

ラフにおいては下に凸のたわんだ曲線を表わし，rがC

G（プ）

G　（N）

関
褒

章

案

楚

数

。

一a

一
一
一
一
一

一

第2図

　　．4

　7　　1
7　　　　　1

　　　：

　　　1

　　　：

　　　：

　　　；

　　　：

　　　f一　log　r

　logs　G（N）
　　　雑誌の累積度数の対数値

　　　G（r）　＝＝　AT　log　r－a　（3．13）

　　　G（r）＝IV　log　（”r／s）　（3．14）

Brookesの第3，第4の数式表現によるグラフ
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第3図　Brookesの第5の数式表現によるグラフ

）log　r

以上の式は（3．14）と同一である。また，r・＝cにおいて

2式の示すグラフは連続かつ接していなければならない

から，r＝cにおける2式の値，および2式の微分係数

の値は等しくなければならない。これより（3．15）を補

足する条件として，1／β＝10g（c／s）なる関係をあげる必要

がある。

　つぎにHaspersの数式表現をみてみよう19）。　Brookes

は，片対数軸で直線のグラフを軸に沿って平行移動する

ことで観測データとの食いちがいを小さくしょうとし

て，数式表現の修正を行なった。しかしそれだけではグ

ラフ下方のたわみを記述できないので，この部分だけは

別の式を用いて表現したわけである。これに対して

Haspersの式は，横軸のめもり自体を修正するという発

想にもとづいて，下方のたわんだ部分をも同じ式で表現

しようと試みたものである。彼の示した式は，つぎのよ

うなものである。

G（r）＝klog（r／u十1）十G（O） （3．16）

k，u，　G（0）は定数である。この式は，　Brookesらのよう

に横軸に7の対数をとった片対数軸のグラフにおいては

直線を示さず，横軸にr＋Uの対数をとったグラフにお

いてはじめて直線を示すものである。従来の片対数軸で

この式をグラフ化すると，rが小さいときにはグラフは

パラメータUの影響を受けて下に凸になるが，rがU

に対して大きくなるにつれてグラフは限りなく直線に近

づいてゆく。かくして（3．16）は，下方にたわみをもち，

次第に直線となってゆくグラフを記述しうるのである。

　Asaiはその81年の論文で，　Bradfordの法則の数式

表現をグラフからのアプローチによって試みた，6人の

研究者による8つの数式をすべて包括する一般式とし

て，

Go＝a　log（ro十。）十b （3．17）

なる式を提示している20）。彼は8つの数式表現を，この

式のa，b，　c　3つのパラメ…一・タに相当する値がそれぞれ

未知か既知かによって5つのタイプに分類し，各タイプ

の数式がいずれも3つのパラメータをもつ式で表現しう

ることを証明している。彼の示した5つのタイプとは，

（1）aのみ未知のもの（Coleの（3．3）），（2）aとbが未知

のもの（Brookesの（3．14）），（3）cのみ未知のもの

（Leimkuhlerの（2．9）およびBrookesとGrifiithが

78年に示した式21）），（4）aと。が未知のもの（Fairthorne

の（2．13），Wilkinsonの（2．12），およびLeimkuhler

の（2．10）），（5）a，b，　cいずれも未知のもの（Haspersの

（3・16））である。彼の分類を補足すれば，Brookesの

（3．9），（3．12）は第1のタイプに，Vickeryの（3．2），

Brookesの（3．13）は第2のタイプに加えることができ

るであろう。

　Asaiのこの論文にはいくつかの誤解があるように思

われる。そのひとつは，彼が第3，第4のタイプとして

あげた5つの数式は，グラフによるアプローチによって

導かれたとはいいがたいことである。特に：Leimkuhler

とWilkinsonの式は，明らかに比例式による表現から

導出されたものである。もうひとつの誤解は，Coleの

（3．3）の式においてa＝1として論じている点である。

1という数値はColeの収集したデータからたまたま算

出されたものであり，Coleはαを既知の値として論じ

ているわけではないから，彼の式は本来第2のタイプに

分類すべきである。しかし，比例式による表現から導か

れた数式もグラフの形状から導かれた数式も，結局は

（3．17）の形の式で一般化できるというAsaiの主張は，

重要な指摘である。

　ところで，Brookesの（3．15）とHaspersの（3．16）

の式は，片対数軸のグラフの下方のたわんだ部分をも記

述しようと試みたものであった。一一方，グラフの上方の
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たれ下がった部分をも記述しようと試みた研究者はほと

んどみあたらない。そのひとつの理由は，Brookesをは

じめとする多くの研究者は，グラフ上方のたれ下がりの

原因をデ■・・・…タ収集の不十分さにあると考えていたので，

この部分をも記述する必要性を認めなかったからであ

る17）。この点で例外的なのは，PraunlichとKro11の

研究である22）。彼らはグラフのたれ下がりが雑誌群への

関係論文の分布の状態そのものに由来するものと考え，

たれ下がりの部分をも記述しうる数式表現を模索してい

る。しかし，彼らの数式は複雑かつ数学的モデルとして

十分に洗練されているとはいいがたいので，本稿ではそ

のような試みがなされたことをここに記するにとどめて

おく。

IV．確率的モデルからの数式表現の導出

　A・多様な分布法則間の類似性の指摘

　皿章と皿章では，Bradfordの法則を，そのオリジナ

ルな法則の記述から，よりわかりやすく扱いやすい形の

数式に表現しなおそうと試みた研究の，2つの流れをた

どった。第1は，Bradford自身によって行われた比例

式による表現を，数学的に洗練しなおすことによって数

式表現を導こうとする流れであり，第2は，観測データ

から描いたグラフの曲線の形状を，直接に数式表現しよ

うとする流れである。

　Bradfordの法則の数式表現の研究には，さらにもう

ひとつの流れが存在している。それは，BradfGrdの法

則が記述しているような2変量の関係の背後に，ある一

般的な確率分布の存在を予測し，この分布を生成させる

よう数学的モデルを提示することによって法則を表現か

つ説明しようと試みるものである。いいかえれば，確率

的なモデルの構築から，数式表現を導こうとする流れで

ある。

　このような確率的モデルの研究の契機となったのは，

似かよった形式をもつ統計的分布が全く異なった分野に

広く出現していることを指摘した，一連の研究である。

特に，ビブリオメトリクスの分野で最もよく話題にされ

る3つの分布法則が，実は本質的に同一の統計的分布を

異なった方法で表現したものにすぎないという指摘は，

これらの分布法則を包括するような確率的モデルの構築

を強く促す原因となった。この3つの法則とは，研究者

の論文生産性に関するLotkaの法則，テキスト中の単語

の出現…頻度に関するZipfの法則，およびBradfordの

法則である。

　Lotkaの法則とZipfの法則の類似性を最も早く指摘

したのは，Zipf自身である23）。彼はその著作において，

自分の発見した単語の出現頻度に関する法則と同じ数量

関係が，都市人口の分布から新聞の発行部数の分布に至

るまで，人間の社会的活動の実に多様な分野において見

出だせることを，多くの例を引いて説明しており，その

中でLotkaの法則にも言及している。

　Simonも，　Lotka，　Zipf両法則の表わしている分布，

および経済学，生物学などの分野でみられる分布のあわ

せて5つの分布が，いくつかの共通の性質を備えた類似

の分布であることを指摘している24）。C節で詳しく述べ

るように，彼はこれらの分布を包括して記述する統計的

分布を確率的モデルから導き，これをrYule分布」

（Yule　distribution）と名づけている。そしてKenda11

はYule分布を支持し，　Bradfordの法則もこの一般的

分布から説明しうることを示している25）。ビブリオメト

リクスの3つの分布法則がはじめて結びつけられたの

は，このKenda11の60年の論文においてであったとい

えよう。さらに60年代の終わりには，Fairthorne，

Brookesなど，ビブリオメトリクスの代表的な研究者

によって，この3つの法則のi類似性が論じられてい
る12）17）。

　一方，Bradfordの法則に代表される統計的分布が，

図書館情報学の領域に限ってさえ，様ざまな場面で出現

しうることも，多くの研究者によって指摘されている。

たとえばHaspersは図書館における雑誌タイトルの貸

し出し回数の分布に19），Bulickは図書館における図書

の貸し出し回数の分布に26），それぞれBradfordの法則

がよくあてはまると指摘している。またNarananは，

後述する彼の「累乗の法則」が，Bradfordの法則の示

す雑誌数と論文i数の関係のみならず，雑誌間，論文間の

引用一二引用関係を表わすいく通りかの数量の関係にも

適合するものであると主張している27）。

　B．ビブリオメトリクスの3つの分布法則の近似関係

　Lotka，　Zipf，　Bradfordの3つの法則は，みかけ上全

く異なった数式によって表現されるものである。：Lotka

の法則は，ある研究者の集合においてS編の論文を発

表した研究者の人数をノ人としたとき，

f＝＝　k／s2 （4．1）

と表わされ，Zipfの法則は，あるテキスト中での出現
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頻度の順に単語を並べて，r位の単語の出現回数をS回

としたとき，

r・s　＝le （4．2）

と表わされるものである。ただし，kはそれぞれの式の

定数である。これらはいままでみてきた，主に対数を用

いて表現されたBradfordの法則の数式表現とは明らか

に違った形の式である。そこでこの節では，みかけ上異

なった3つの分布法則が，実は数学的には同等あるいは

近似の関係にあることを説明しておくことにする。それ

によってBradfordの法則の数式表現のもつ，ひとつの

重要な性格が明らかにされるであろう。

　ここで，3つの分布を同時に扱うために，これらをい

ずれも生産者と生産物の関係を表わしているものである

と考えることにする。すなわちBradfordの法則におい

ては雑誌と特定分野の論文，Lotkaの法則においては研

究者と研究論文，Zipfの法則においては単語とその出現

を，それぞれ生産者と生産物に置きかえて考えるのであ

る。するとまず気がつくのは，Lotkaが，生産物の数と

生産者の度数を直接に結びつけて法則化しているのに対

し，ZipfとBradfordは，生産者をそのおのおのが産

出した生産物の数の多い順に順位づけし，その順位と生

産物の数を結びつけて法則化しているということであ

る。生産性の順に雑誌が並べられているとき，雑誌の累

積数は雑誌の順位でもあることは，すでに示唆した通り

である。

　ここで，生産者を生産物の数の「大きさ」（size）にし

たがって配列し，「順位」（rank）をつけると，ある順位

rの生産者の，生産物の数の大きさSを定めることがで

きる。この関係をRapoportは「ランクーサィズ」

（rank－size）の関係と呼んでいる28）。これに対し，生産

物の数の大きさと生産者の度数の関係は，従来からのい

わゆる度数分布として表わされるが，彼はこれを前者と

区別して「サイズー度i数」（size－frequency）の関係と呼

んでいる。Brookes，　Grifiith，　Hubertは前者を「度数一

ランク」（frequency－rank）と呼び，　Hubertは後者を

「度数一サイズ」（frequency－size）と呼んでいるが21）29）30），

これは論を進める上で誤解を与えやすい。よってここで

はRapoportの呼び方にならって，順位による大きさの

分布を「ランクーサイズ分布」，大きさによる度数の分

布を「サイズー度数分布」と呼ぶことにする。

　この2つの概念を導入すれば，Bradford，　Zipfの2法

則はランクサイズ関係の記述であるのに対し，：Lotkaの

法則はサイズー度数関係の記述であると説明することが

できる。前章までの様ざまな数式表現は，Vickeryの式

を除いてすべてランクーサイズ分布を記述する試みであ

る。Vickeryの（2．3）のみは，サイズーランク分布と

でもいうべき関係を表現したものである。

　つぎに，ランクーサイズ分布とサイズー度数分布の間

のi数学的関係を，Hubert30）とRapoport28）の論をふま

えた上で，筆者なりに説明してみることにする。いま，

総数Nの生産者の集合において，ちょうどSi個の生産

物を産出した生産者，すなわち大きさSiの生産者の度

数がf（Si）なる度数関数で表わされるとする。このサィ

ズー度数分布の累積度数分布を考えれば，「たかだかSi

個」の生産物を産出した生産者の総数F（Si）は，

F（sの＝Σ淫1ノ’（の （4．3）

である。ここで，生産者を生産物の個数の多い順に並べ

たときの順位rを考えると，ちょうどSi個の生産物を

産出した生産者の順位riは，「少なくともSi＋、個」を

産出した生産者の数に1を加えた値に等しい。1位の生

産者の産出量，すなわちSiの最大値をSm・xとすれば，

順位riは，

γ乞＝Σ8m・・　　　　　ノ（1）＋1
　　　t＝Si十1

（4．4）

と表わされる。（4．4）は度数，順位，大きさの関係を表

わす数式であり，とりもなおさずサイズー度数分布とラ

ンクーサイズ分布の関係を示すものである。

　ところで，（4．3）と（4．4）の式はSiとriが離散型

の変数であることを前提としたものだが，これらを連続

型の変数とみなしても近似が可能な場合には，以下のこ

とが成り立つ。連続型変数Sに対して，そのサイズー度

数関係を表わす密度関数をf。とすれば，その分布関数

Foは，

Fo（s）一一一　Si．　fo（t）dt
（4e5）

である。連続型変数sにおいてはSi　＝Si＋1とみなせる

から，

r＝
r：　Nf，（t）dt

＝　．zv　［F，（t）］ge （4．6）
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と表わせる。“このようにして，ランクーサイズ曲線は，

本質的にサイズー度数曲線の積分なのである”28）。

　以上の論にもとづけば，ビブリオメトリクスの3つの

分布法則が，数学的には近似の関係にあることは，つぎ

のように説明できるだろう。ある連続型の確率分布がサ

イズー度数分布として考えられたとき，その密度関tw　f。

が，

fo（s）＝k／s2　（leは定数） （4．7）

で与えられるならば，その分布関数F。は（4．7）を積分

してやれば，

Fo（s）＝jS一．．　（k／t2）dt＝　一一k／s

匹1一÷

　積分

9－1（、）一上二

　　　　　s

Lotkaの法則

　　　　k’
g（r）＝　‘i／一

　　　　プ
Zipfの法則

積分

G（r）＝＝　k’　logr Bradfordの法則

（4．8）

第4図

サイズー度数

　　分布

ランクーサイズ

　　分布

と求められる。ここでこの分布をランクーサィズ分布と

みなすと，順位rは，

r－
v：　Nlb（t）dt

＝　N　k／s　＝＝　g－i（s） （4．9）

と表わされる。ランクーサイズ分布の度数関数は9－1：

S→rの逆関数g：r→Sで与えられるから，々＝leNと

おけぽ，

g（r）＝　k’／r （4．10）

となる。その分布関数Gは（4．10）を積分してやれば，

G（r）一一一一
ri　g（t）dt

　　＝k’　log　r （4．11）

と求められる。この確率分布を表現するにあたり，（4．7）

の形を採用すればLotkaの法則，（4．10）の形ならば

Zipfの法則が得られる。また（4．11）の形は，　Bradford

のグラフによる表現から得られた（3．1）の式に一致して

おり，Bradfordの法則を近似する式とみなせるもので

ある。以上をまとめると，3法則の関係は第4図のよう

に表わせるだろう。

C．Bradfordの法則を導く確率的モデル

同一の形式をもつ分布が多くの分野において見出だし

うること，つまり同一の分布現象が広い範囲に存在して

ビブリオメトリクスの3つの分布法則の

近似関係

いるという事実は，多くの研究者に，この分布の遍：在を

理論的に説明する試みを促した。そのために研究者たち

が用いた方法は，この遍在する分布現象の本質を抽出

し，これを生成するような一般的な「確率的モデル」を

構築することであった。

　統計的な分布は，いくつかの変数によって記述され

る。分布の様相は，これらの変数の生起する確率が周囲

の環境に影響を受けて，どのように変化するかによって

決定される。本稿でいう確率的モデルとは，環境が変数

に及ぼす影響をいくつかの数学的な仮定へ抽象化して表

現し，これより演繹的に統計的分布を導き出すような数

学的モデルのことである。

　以下この節では，Bradfordの法則に代表される統計

的分布を導く確率的モデルとしてしばしば引用され，モ

デルとしても比較的洗練されている2つのモデルを，少

し詳しく論じてみたい。それらはSimonとKenda11の

モデル，およびNarananのモデルである。これらに関

連して，他のいくつかのモデルも紹介する。

　Simonはすでに述べたように，異なった5つの分布

現象が共通の特徴をもつことに着目し，このような特徴

をもつ分布を生成する確率的モデルを求めようと試み

た24）。Simon自身はBradfordの法則に言及していな

いが，Kenda11が，このモデルのBradfordの法則に

対する有効性を指摘している25）。Simonは，　Zipfの法

則における単語とその出現頻度の関係を例としてモデル

を展開しているが，ここではそれをBradfordの法則の

雑誌とその掲載論文数の関係におきかえて論ずることに

する。

　いま，総数Nの雑誌群に，特定主題に関係する論文が
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すでにn編含まれている状態を考えたとき，Simonの

モデルはつぎの4つの仮定を含むものである。

　　（1）Nの雑誌のうち，ちょうどsの関係論文を含ん

　　でいる雑誌の数は，nとSとの関数ノ（S，　n）で表わ

　　すことができる。

　　（2）n＋1番目に掲載される関係論文が，すでにち

　　ようどSの関係論文を含んでいる雑誌に掲載される

　　確率は，sf（S，　n），つまり，「すでにちょうどSの関

　　係論文を含んでいるすべての雑誌に含まれている関

　　係論文の総数」に比例する。

　　（3）n＋1番目に掲載される関係論文が，Nの雑誌

　　以外の雑誌，すなわちいままでひとつも関係論文を

　　含んでいなかった雑誌に掲載される確率αは，つね

　　に一定である。

　　（4｝ちょうどsの関係論文を含んでいる雑誌の数

　　は，つねにnに比例する。すなわち

　Simonのモデルが提示されたおよそ20年後，　Priceは

同じくベータ関数で表現される確率分布のモデルを，

Simonとは若干異なった仮定から，似通った数式の展

開によって組み立てている31）。Priceはこのモデルを，

個個の人または物（individua1）が成功（success）を重

ねてゆく過程をイメージして論じているが，ここでもや

はり雑誌と論文数の関係におきかえてみれぽ，彼のモデ

ルはつぎの3つの仮定を含むものである。

　　（1）Nの雑誌のうち，ちょうどsの関係論文を含

　　んでいる雑誌の数は，nとSとの関数∫（S，　n）で表

　　わすことができる。

　　②　n＋1番目に掲載される関係論文が，すでにち

　　ようどSの関係論文を含んでいる雑誌に掲載される

　　確率は，Sに比例する。

　　（3）nとsとの関i数ノ（s，n）は，

f（s，　n）＝W（n）　・　ip（s）

ノ（s，n十1）／ノ（s，　n）＝（n十1）／n

　　が成り立つ。

Simonはこれらの仮定から，まずsの関係論文を含ん

でいる雑誌の相対度数ノも（S，n）がnからは独立で，　Sの

みに従属することを示し，これをもとに数式を展開させ

て，

　　　r（s）T（p　十　1）

　　　　　　　　　fo（1）fo（s）　＝

　　　T（s十p十　1）
（4．12）

なる式を導いている。ただしρ・＝1／（1一α）である。f。（1）

は定数だから，これをAとおき，ガンマ関数をベータ関

数におきかえて表現すれば，（4．12）は，

fo　（s）　＝＝　AB　（s，　p十　1） （4．13）

となる。これが，Simonが提示した確率的モデルから

導出された分布の確率関数である。

　さて，ここでρ＝1の場合を考えると，（4．13）は，

fo（s）　＝　A／s（s　＋　1）

となるが，これはsが1より十分に大きければ，

fo（S）　i7　A／s2

（4．14）

（4．15）

と近似することができ，（4．7）の式と同等の式になる。

　　のように，Sに独立なnの関i数とnに独立なSの

　　関数の積で表現できる。

この3つ仮定のうち，第1の仮定はSimonの第1の仮

定と全く同一のものであり，第3の仮定はSimonの第

4の仮定をより一般化したものである。彼は第2の仮定

で示されるような，より多く割り当てられているところ

ほどつぎに割り当てられる確率の高い過程を，“成功が

成功を生む”31）過程だと表現している。

　これらの仮定からPriceの導き出したサイズー度数分

布の：確率関数は，

fo（s）＝（m＋1）B（s，　m＋1）（mは定数）　（4・16）

である。彼は自分のモデルから導かれる分布を「成功の

累積される分布」（Cumulation　Advantage　Distribu－

tion），略してrCAD」と名づけ，この分布が，　Lotka・

Bradford，　Zipfのいずれの分布法則に対しても有効な

概念的基盤を与えるものであり，しかも社会科学の分野

に広範に存在する確率的メカニズムを解明するものだと

主張している。しかし彼のモデルは，Simonのモデル

に比較して数式の展開が不明快な部分があり，i数学的に

十分に洗練されたものとはいいがたい。

　これに対して小野寺の「玉入れモデル」は，Priceと

同じ3つの仮定にもとづいて展開されているものだが，

数式の展開が厳密で，数学的な洗練度はPriceのモデル

よりも高いものである32）。小野寺はBradfordその他の
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法則を導く確率的モデルを，ボールを箱の申へ投げ込ん

でゆく過程をイメージして論じ，

f（s，　n）＝：LP’（n）B（s，　p）　（s）．1） （4．17）

なるサイズー度数分布の確率関数を導出している。この

式は大きなにS対しては，

グ（S，　7Z）≒r（ρ）げ＠）s一ρ （4．18）

と近似される。彼はまた，第2の仮定で示されるような

過程を「付和雷同型挙動」と名づけ，このような過程を

確率モデルの構築の際に導入することは，偶然よりも人

為的要素が左右する社会科学的現象を，確率論的な立場

から説明するにあたって有効な方法であると主張してい

る。

　つぎにNarananのモデルをみてみたい33）。　Naranan

も，Bradfordの法則その他の分布法則が近似の関係に

あることに注目し，これらがいずれも，

f（s）c（s可　（rは定数） （4．19）

なる式で表現しうることを示し，これを「累乗の法則」

（power　law）と名づけている。この式は，（4．7）の式を

一般化したものである。彼は累乗の法則を導くような確

率的モデルを，つぎの3つの仮定をもとに展開してい

る。

　　（1）特定主題に関わる雑誌の数は，時間の経過につ

　　れて指数関数的に増加する。

　　（2）同時に各雑誌も，その主題についての関係論文

　　の数を，時間の経過につれて指i数関i数的に増加させ

　　ている。

　　（3）各雑誌に含まれている論文数の増加の速度は，

　　すべての雑誌において等しい。

Narananは，（1），（2）の仮定が実際の泰斗データとも一

致するものであることを，Priceの研究を例にあげて主

張している。

　（1）の仮定より，時間tが経過したときの関係雑誌の総

数Nは，tの関数N（ので表わすことができる。時間

tが経過するたびにNがe倍になるような定数玩を

考えると，これは，

N（t）＝　N（O）etit！v （4．20）

と表わせる。N（t）はまた，時間1が経過したときに加

わった雑誌数を累積，あるいは積分したものと考えられ

る。いま，時間t。が経過した時点で，ある雑誌が関係

雑誌の集合に加わってから，すなわち関係論文をはじめ

て掲載してから経過した時間を，その雑誌の「年齢」と

定義する。すると，雑誌が年齢τの雑誌数は，（4．20）

をtで微分したときの，’＝ち一τにおける微分係数

N’（t。一τ）として求められ，

N’（．io－7）＝＝tl（O）　e（tomT）／t．v

　　　　　　tN
（4．21）

となる。さらに雑誌の年齢τによる雑誌数の分布を表わ
す澱関ltw・fe（τ）は，（4・21）と∫1　f・（τ）dτ・一・より・1・一・

とおけぽ，

　　　　　　1
fo（T）　＝　e－rit，v一：：一p－

　　　　　　tN
（4．22）

と求められる。一方，（2）の仮定より，各雑誌において時

間τが経過したときの関係論文の総数Sは，τの関数

S（τ）で表すことまできる。時間tが経過するたびにS

がe倍になるよう定数tsを考えると，

s（T）　＝＝　s（O）e：／ts （4．23）

と表わせる。ここにおいてlsは，（3）の仮定よりすべて

の雑誌において等しい値をもつ。（4．22），（4．23）よりτ

を消去すれぽ，雑誌の相対度数ノ；oを論文i数sの関i数と

して表わすことができる。Narananはこれを，

　　　tsfo’（S）＝一’　s（O）tsitN．s一（i＋ts／t．rv）

　　　tN
（4．24）

と解いている。この式は，r＝・1十ts／tNとおけば，（4・19）

と全く同等の式であり，結果的に「累乗の法則」が導か

れたことが確認されよう。以上が彼のモデルである。

　ところで，Narananのモデルには，最後の（4．24）の

式を導く部分の数式展開に若干の問題がある。筆者の計

算によれぽ，（4．22），（4．23）よりτを消去した式は，

　　　　1
f6（s）　＝一一奄奄奄奄V　s（o）ts／tN　．　s－t，／t． （4．25）

と求められる。これは（4．24）と一致しない。Naranan

は計算上の単純な誤りを犯しているものと思われる。と

はいうものの，r＝tsltNとおけぽ，（4．19）と全く同等

の式であることにはかわりない。．
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　Booksteinは，　Narananとは別のモデルから，（4．19）

と同じ数式を導き，これを「科学者の生産性と社会変化

のパターン」を表現する式として提示している34）。しか

し，彼のモデルの前提となっている「ビブリオメトリク

ス的な対称性」（bibliometric　symmetry）なる概念はき

わめて抽象的かつあいまいであり，数式を展開するにあ

たっての仮定も，数学的に十分明示されているとはいい

がたい。したがって，彼のモデルをBradfordの法則を

導く数学的モデルとして採用することには，ためらいが

ある。

V・Bradfordの法則の望ましいi数式表現

　A・望ましい数式表現の条件

　前章までに，法則の発見から近年の研究に至るまで，

Bradfordの法則の数式表現を研究の3つの流れに沿っ

ておよそ20あまり論じてきた。この章ではこれらの表現

を，数式表現としての望ましさという観点から簡単に論

じ返してみたい。

　まず，一般に社会科学の分野における法則の望ましい

数式表現の条件として考えられるものを，4つほどあげ

てみることにする。条件の第1は，その表現が正確なも

のであること，すなわちその数式が，法則の対象となっ

ている社会現象を十分に記述しうることである。法則が

法則たるために，実際の観測値が十分に説明できること

は最低の条件である。ただし社会科学においては自然科

学と異なり，現象を100％記述すること，すなわち観測

値を予想しきることは普通不可能と思われるから，どの

程度まで観測値を近似しうるかが望ましさの基準となる

であろう。また，どの程度記述しうれば十分であるか

は，その法則が何のために用いられるのか，どの様な応

用がなされるのかによるものである。

　条件の第2は，法則の意味内容がわかりやすいこと，

すなわち記述している現象の特性が数式から読みとりや

すいことである。同等の内容をもつ数式を作ることは数

学的にはいくらでも可能であろうが，人間が見て，現実

に生起する現象がどのようにふるまうかが想像しやすい

式の方が，優れた表現だといえよう。あるいは，数式の

わかりやすさは，数式の現実を解釈する力を計るひとつ

の基準であるともいえるだろう。

　条件の第3は，その法則を実際に利用して何かを行う

にあたって，数式が扱いやすいことである。この条件

は，第2のわかりやすさという条件と深くかかわるもの

であるがより実践的な意味を含んでいる。社会科学の法

則は，単に現実の現象を記述するためのものではなく，

それを予測し，評価するために用いられるべきものであ

る。したがって，法則は現象の予測と評価が行いやすい

形で表現されていなければならない。これが，ここでい

う扱いやすさの意味である。

　条件の第4は，その表現が数学的に十分洗練されたモ

デルから導かれていることである。モデルが数学的に洗

練されているということは，上の2つの条件，すなわち

わかりやすく扱いやすいという条件を含むものである

が，それ以前に数学的に明示された仮定と正しい数式展

開から成り立っていることが前提である。もちろん，経

験的に発見された法則は，このような仮定の明示された

数学的モデルがなくとも成立しうるし，現象の予測と評

価に十分な効果を与えうるかもしれない。しかし，経験

則がひとつの一般的な理論へ高められるためには，この

ようなモデルの存在は不可欠である。

　以上の4つの条件は，これだけで望ましい数式表現の

十分条件とは言えないが，それぞれ必要条件であること

は間違いないだろう。次節では，これら4つの条件に照

らして，従来のBradfordの法則の数式表現に存在する

いくつかの問題点を指摘してみたい。

　B．4つの条件をめぐる考察

　i数式表現の正確さをめぐる問題としては，法則の適合

度検定の問題がある。表現の正確さは，結局理論値と観

測値の適合度の問題に帰着する。この適合度を高めるた

めに数式表現を修正していった研究者たちについては，

皿章で紹介した通りである。しかし，この点に関して従

来の研究が決定的に問題なのは，数式表現からえられる

数値と観測デt・・・…タとの適合度の統計学的に満足のゆく検

定がいまだかつて行われていないということである。

　ほとんどの研究者は，数式表現と観測データの適合度

を直観的あるいは視覚的に確認しているにすぎない。数

式表現から得られる数値が，観測データから得られる数

値にほぼ近いものならば，あるいは，数式表現から描い

たグラフが，観測データから描いたグラフにおよそ似通

った形をしているならば，その数式は観測値を近似しう

るものだという判断が下されているのである。しかもこ

のような判断に用いられるデータは，ひとつかふたつの

限られた主題分野に対する調査から得られたものである

場合がほとんどである。若干の数学的手法を使ったもの

に，Wilkinsonの検定があるが，これも，観測データ
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の申から累積論文数と累積雑誌数のわずか2組のデータ

のみを選んで行うという，きわめて信頼度の低い方法で

行われている1D。

　例外的に多くの主題分野に対する観測データを収集し

て検定を行なっているものとして，Asaiの研究20），お

よびDrottとGriflithの研究がある35）。前者は11件の

調査，後者は23件の調査をもとに検定を行なった研究

で，デーー回数はまず満足のゆくものである。しかし，

Asaiが行なったのは，自分の分i類したどのタイプの数

式がより適合度が高いかを相対的に比較したもので，各

表現に対する適合度の絶対的な評価は行なっていない。

また，Drottらは適合度を計るものとしてPearsonの

相関係数を用いているが，これは有意水準が明示された

検定ではないし，検定を行うにあたってグラフの直線部

分からずれそうなデータをあらかじめ除外している点に

も疑問が残る。

　同じビブリ二心トリクスの分布法則であるLotkaの

法則には，カイ2乗検定法を使ったRaoの研究36），

KolmogorovとSmirnovの検定法を使ったPaoの研
究37）がある。これらの研究にみられる検定手法に問題が

ないとはいえないが，Bradfordの法則においてもこの

ような信頼度の高い統計学的手法を多くのデータ・セヅ

トに適用した検定を，今後の大きな研究課題とすべきで

ある。

　数式表現のわかりやすさをめぐる問題としては，パラ

メータの意味づけの問題がある。数式に現われるパラメ

ータに何らかの意味づけをすることによって数式に付加

価値を与える試みは，多くの研究者によって行われてい

る。たとえば，GoffmanとWarren4）は（2．6）のbic

の最小値に，Cole15）は（3．3）のkの値に，いずれも

「その主題領域における関係論文の雑誌群へのちらぼり

の程度」を示す値という意味を与えている。また：Leim－

kuhlerは，（2．10）のB，βそれぞれに，「その主題に

関係する論文群の生産性」と「関係論文のちらばりの程

度」を示す値と意味づけしている4）。Brookesもパラメ

ータの意味づけには熱心で，（3．13）のaに生産性の最

も高い部分の雑誌における「飽和欠損」（saturation　de一

丘ciency）の度合いという意味を，さらに（3．15）のα，β，

c，・sの4つのパラメータに，それぞれ生産性1位の雑誌

に含まれている関係論文数の数，グラフの下方のたわみ

の「二度」（curvature），核のゾーンの雑誌数，主題領

域の広さという意味を付与している9）16）。

　このような試みは，たしかに数式の内容を豊かにし：，

表現を感覚的にわかりやすくするものではある。しかし

ここまでまず第1に問題なのは，各研究者はここでもま

た，十分な統計学的検定を経ずして，直観的にパラメー

タの意味を定めているにすぎないという点である。パラ

メータに安易に意味を見出だすことの危険性は，いく人

かの研究者の指摘するところである35）38）。また第2に，

実際的にパラメータの意味づけがどれほど有効かという

点も問題である。「飽和欠損」の度合いを示す値が正確

に求められたからといって，それが果して何の役に立つ

のかを考える必要があろう。さらにもし有効なパラメー

タの意味づけがしうるとして，その値を観測データから

どのように算出すべきなのか，その方法も問題となる。

　つぎに，数式表現の扱いやすさについてだが，これは

多くの研究者によって大いに改善されてきたと評価する

ことができよう。（1）そもそもBradford自身の比例式

とグラフによるあいまいな表現を数式で表現する試み，

（2）雑誌群の核とゾーンへの分割という考えにこだわらず

に，2変量間の関係として表現する試み，（3）さらに2

変量間の関係を関数を用いて表現する試み，（4）2変量

間の関係を統計的分布を記述するものと認識し，確率関

数や分布関数で表現する試みなどは，いずれもより扱い

やすい表現方法を追求するものであったといえるだろ
う。

　数式表現の扱いやすさをめぐる問題として，ランクー

サイズ分布とサイズー度数分布とどちらの分布による表

現が扱いやすいかという問題がある。これに関して

BrookesとGri伍thは，書誌情報その他の社会的な関

係を表現した分布を研究するにあたっては，ランクーサ

イズ分布の方がサイズー度数分布よりも有効であると主

張している21）。その根拠として彼らがあげているのは，

（1）ランクーサイズ分布の方が含んでいる情報量が多い，

（2）ランクーサイズ分布の方が従来の理論から自由であ

るという2点である。

　しかし，従来の統計学でほとんど対象とされていない

分布だけに，仮に法則を数学的なモデルから導こうとす

るならば，ランクーサイズ分布による表現は非常に扱い

にくいであろう。一方，この法則が実際の情報管理業務

において，雑誌の選択方針の決定や，作成した主題書誌

の網羅性の評価などに応用されていることを考えると，

実践面においてはやはりランクーサイズ分布の方が適当

だと考えられる。なぜなら，ランクーサイズ分布では，

雑誌の累積数と論文の累積数の関係が表現されており，

すべての関係論文に対してある割合の関係論文を含む雑
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誌の数が，理論的に予測可能だからである。さらにいえ

ぽ，Bradfordの法則がサイズー度数分布を記述したも

のであったなら，このような予測による応用は簡単には

行われなかったのではないだろうか。

　最後に，Bradfordの法則を導く数学的モデルについ

て考えてみたい。ここでいう数学的モデルとは単に変量

間の関係を数式で表現するだけでなく，そのような関係

がどのようにして生じたのか，そのメカニズムを解明す

るようなモデルのことをさしている。このようなモデル

の例として，IV章ではSimonとNarananのモデル，

およびこれらに関連するモデルを紹介したが，これら以

外にもいままでに多くの研究者によって様ざまなモデル

が提示されている。

　しかし，遺憾なことにこれらの多くは数学的モデルと

呼ぶにふさわしくない。第1に，モデルの前提となる数

学的仮定が明確に提示されているものが少なく，第2

に，数式の展開に誤りがあるのに気づかずに論を進めて

いるものがかなりある。仮定が明示されており，比較的

洗練されていると評価できるNarananのモデルでさ

え，すでに述べたように数式の展開に誤りを含んでい

る。このよう状況は，法則の検定が十分に行われていな

いこともあわせて考えると，図書館情報学の分野に，い

まもって数学的・統計学的手法が定着していないことを

示すものといえるかもしれない。また，従来提示された

様ざまなモデルは，個個ばらばらに研究されてきたもの

で，モデル間の関係に考察を加えた研究があまり見あた

らないのも問題である。いくつかのモデルの比較を試み

たものとしてHubertの論文があるが，これも単に並

列的な紹介にとどまっており，十分な比較とはいいがた

い39）。この点では，小野寺が自分のモデルとSimonの

モデルの比較を行なっている記述が，両者のモデルの数

学的な連続性と相違点を明確にしており，示唆深いもの

である32）。いずれにせよBradfordの法則を導く数学的

モデルに関しては，より優れたモデルを構築するための

積みあげがまだ不足しているように思われる。

VI．おわりに

Bradfordの法則について，法則の発見から今日に至

るまで，その表現方法にいかなる展開，進展が見られた

のかを歴史的にあとづけた結果，数式表現に関する多様

な研究は大きく3つの流れに整理できることがわかっ

た。第1の流れは，Bradfordの比例式による表現を忠

実に数式化することによって，表現を導こうとするもの

である。このような試みは，Bradford自身によって行

かれた法則表現のあいまいさに端を発するものである。

法則を統計的分布の記述として明確に意識したLeim－

kuhlerの研究を，この流れの画期をなすものとしてあ

げることができる。第2の流れは，観測デP一一一タから描い

たグラフの曲線の形状を直接に数式化することによっ

て，表現を求めようとするものである。このような試み

は，理論値と観測値の食いちがいをできるかぎり小さく

し，法則の適合度を高るめことをその動機としている。

Brookesの一連の研究を，その代表にあげることができ

るだろう。第3の流れは，特定の分布を生成するような

確率的なモデルの構築によって，表現を導こうとするも

のである。このような試みは，似かよった形式をもつ統

計的分布が全く異なった分野に広く出現していることを

指摘した一連の研究を契機としてはじめられたものであ

る。本稿では，SimonとNarananの2人の研究を申

心に紹介した。

　Bradfordの法則を含む社会科学分野の法則に対する

望ましい数式表現の条件として，（1）観測値との適合度

が十分に検定されていること，（2）法則の意味内容が把

握しやすいこと，（3）実際に法則を応用する際に扱いや

すいこと，そして（4）その数式を理法的に導く数学的モ

デルが確立されていることをあげた。しかしBradford

の法則に関しては，これらの条件をすべて満たすような

数式表現はいまのところ見あたらなかった。これらの条

件をめぐっていくつかの問題点を指摘したが，申でも各

表現に対して十分に信頼しうる統計学的な検定が行われ

ていないことは最大の問題であった。

　はじめに述べたように，Bradfordの法則について一

般的に認められた表現方法は，発見から50年を経ていま

だに確立していない。その原因としては，2つの事実を

あげることができるだろう。ひとつは，発見当初の法則

が数学的に洗練されていなかったために，その後の研究

の展開において多様な数式表現が並立しえたという事実

であり，もうひとつは，表現の多様さにもかかわらず，

現在までに望ましい数式表現の条件を十分満足する表現

式が存在していないという事実である。

　ビブリオメトリクスの分布法則に関しては，（1）観測

デt・一一・タからの法則性の発見とその記述，（2）法則の検定，

（3）法則の理論化，（4）法則の実践的な応用方法などが従

来研究されてきたが，Bradfordの法則の場合，（1）の研

究が先行しすぎて（2），（3），（4）の研究が十分に展開され
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ていない。それゆえにBradfordの法則の研究における

焦眉の課題は，まず十分な量の観測データから統計学的

に信頼しうる検定を行なって，望ましい数式表現を確立

することである。そのうえで法則を説明する理論の構築

や，法則の図書館業務その他の情報管理業務への実践的

な応用が行われなければならない。そうしてはじめて，

Bradfordの法則が図書館情報学にとって真に価値ある

ものかどうかを評価することができるであろう。

　最後になったが，本稿の執筆にあたってご指導下さっ

た東京大学教育学部の長澤雅男教授に感謝の意を表した

い。
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